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Repaso Transformada de Laplace

L{f(t)} = /OOO F(t)e st dt = F(s)

Ejemplos:

oo oo —(s+a)t |
Letp= [Tetestar— [etirg -
0 0 «a

Funcion escaléon

s+«

<1

L{u(t)} :/Ooo et — S

S
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Repaso Transformada de Laplace

Ejemplos:
s
L )= —5—=
feoso 0 = 523
L{tu(t)} = =

52

O -0

L {/OOO £(t) dt} = 2F(s)
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Solucidn de Ecuaciones Diferenciales Usando la
Transformada de Laplace

f(t)=L1{F(s)} = / s) e ds

Sea la ecuacién diferencial

d"y(t) d"ty(t) dy(t)
e bn—1 = +...+ b p + by y(t)
_d"x(t) d™ 1 x(t) dx(t)
= am drm +am_1w+...+317+30X(t)

Usando la transformada de Laplace para resolver la ecuacién diferencial
(condiciones iniciales nulas).
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Solucidn de Ecuaciones Diferenciales Usando la
Transformada de Laplace

$"Y(s) 4 by_15"1Y(s) + ... + bisY(s) + bo Y (s) =
ams™X(s) + am_15""1X(s) + ... + a1sX(s) + aoX(s)

= (s"+bp_15" ...+ bis+by)Y(s) = (ams™ +am_15" F +...+ars+ao)X(s)

Y(s)  ams” +am_15" ' +...+ais+ap
X(s)  s"4b,_15" 14 ...+ bis+ by
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Transformada Inversa

Para encontrar la transformada inversa se puede resolver por fracciones
parciales:

L P P(s)
FO=06) =G -%) (-
A A A, A,
:?‘F?SI‘FS—F...‘FS_Sn

Cuya antitransformada de Laplace es:

= f(t)=A, + At + Ae2 ...+ A,e™t
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Transformada Inversa

Entonces para encontrar la constante Ay se procede de la siguiente forma:

(s —sk)P(s)
s—sk)F(s) = —F~—
( k) () Q(S)
:(S_Sk)AOJr(S_Sk)AlJr (=) =),
S S—Sl S — Sk S — Sp
_(S_Sk)A0 (S_S")A1+...+Ak+...+(S_Sk)A,,
s s—s S —Sp
Sis=s
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Ejemplo

s+2
Fls) = s(s+1)(s+3) -

Ao+ A1 Ao
S s+1 s+3

[ Si(sl;—j—’_ 3)] -3

3

[ y)] 1
A= [ (s+1>(s+3>L_ T2
[ (s+3)(s+2) _ 1
A2—L(5+1)(s+3)]5 .6
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Polos Reales Multiples

P(s)

(5 - 51)3(5 - 52)

— A13 A12 All + 2
(s—5s) (s—s)%2 s—s s—s,

F(s) =

Transformada inversa

t2
f(t) = ABEeSlt +A,tett + A et + A e2!

Ejemplo
1 A A A A
F _ _ 13 12 1 2
)= 5253653 " 5127 (5127 s+2  5+3
A13 - [(5 + 2)3F(5)]s:_2
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Polos Reales Multiples

A(s+2)3
= I:A13 + A12(5 + 2) + A11(5 + 2)2 + 2(S):|
s=-2

s+3

Dando como resultado A, =1
Para el termino A;ps:

A
U AL+ AL(s+2) +

A (s + 2)2]
S+ 2 s=—2

A, =[(s+2P2F(s)],_ , = [ <3

Existe una indeterminacién en el primer término. Sin embargo, se puede
quitar esta indeterminacién de la siguiente forma:

A, = [js (s +2)° F(S))] L % <ler3>

s=
A (s +2)3
== (A13 +A,(s+2)+ A, (s+2)2+ 25+3> .

Jestis Savage Repaso 1: Procesamiento de Sefiales 2 de febrero de 2022 12 / 45

d




Polos Reales Multiples

-1
P (s+ 3)2} 2
Luego, para A,
1 d? 1 2
A, ==—s 23 F === =1
0= g CFDFEN o= 3 R
1 1 1 1
= F(s) =

(s—|—2)3 a (s+2)2+s+2_s+3

(t) — 2 —2t — te —2t + e—2t _ e—3t

En general para r raices repetldas:

o Ag(r—k) = {kll jskk [(5 —sq)’ ZEZ] }szsq
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Polos Complejos Conjugados

) P(s)
F(S) B (52 + 2Cwns + w%)(s - 53)

Recordando que las raices de As? + Bs + C = s? + 2(w,s + w?,

—b+Vb? —dac  —2(w, £ \/4(Pw2 — 4w?
2a B 2

 —2Qwp £ 2wn\/(2 -1 —2Cwn £ 2wp/—1(1 - ¢?)
B 2 N 2

= —(Cwn ijwnm

S12 =
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Polos Complejos Conjugados

Entonces con estas raices:

) P(s)
F(s) = (52 + 2¢wns + w2)(s — s,)

_ A1 + Az + A3
5+Cwn_.jwn\/1_C2 5+Cwn+.jwn\/1_C2 s+ s,

La transformada inversa de F(s) es

(1) = Ao (ComtinVImC)e 4y o~ (GndenVI-C)e Ly oot
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Polos Complejos Conjugados

Para encontrar A;:

Q(s)
P(S)]
B

= |:(5+Cwn_jwnvl_c2)

Para A, se procede de la misma manera:

P
Ay = |:(5+<Wn +jwn\/1_C2)QEZ;:| X :
s=—Cwp—jwny/1—C2
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Polos Complejos Conjugados

Tanto A1 y Ay son niimeros complejos conjugados, pero dado que la
respuesta es real se necesita encontrar un respuesta que no contenga
nlimeros complejos:

f(t) :Ale—Cwntejwm/l—C2t+Aze—Cwnte—jwm/l—CQt+A3eS3t

Utilizando la formula de Euler:

e = cosx + jsenx

de donde se puede obtener:

elx — e=ix
senx = ———
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Polos Complejos Conjugados

Eliminando los coeficientes complejos usando la definicién anterior del
seno.

() = 2/A, e~ " sen (wny/1 = Ct+ ) + Ayt
é = Angulo de A, +90°
A = [(s = s1)F()ls=s, = ir T 2
Al=\Ja2, + 22,

Angulo(A,) = tan™! (a“’">

a1 Re
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Ejemplo

Fs) 10 AL AL A
S)= g
(s2+6s+25)(s+2) s+3—j4 s+3+j4 s+2
A= [(s+3=J4)F(s)ls=_3ja
B 10
(s+34+j4)(s+2) =31/
B 10 10
- (8)(~1+j4) 328
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Ejemplo

Multiplicando por el conjugado

10(-32+,8)  -10

(=32 —j8)(—32+,8) 8(17)(4 —J)
A | = 8(1107)\/16 +1=0.303

deg(A,) = —194° = ¢ = —104°
A, = [(s+2)F(s)],__, = 0.59

= f(t) = 0.606e 3t sen(4t — 104°) + 0.59¢ 2"
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Relaciéon entre la posicién de polos y la respuesta en el

tiempo

o
o) = Ag + Ay sin(@qt + ¢)
o EQ)
/\< o) 31 = Hog = jo,
N0 ‘
2 @ 2= —jog = —jo,
@ .
5122 o 2jog o) = Ao + Are Csin@at + )
t—
o o
B
S - P
)
) v
2 “ si=oLn=0
s=n=o “©
(e o) = Ag + Are™" + Aze™
®
off) = Ag + Aste™ + Aze™ s
[
+iw Jou, s
o
L0 ’
[ I
[ -
o @ o) €(t) = Ao + AresinGwgt + §)
o) = Ao+ A1e"" + Age™ s12 = ~{on £ jos

o de 2022 21/ 45
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Ejemplo de solucién de ecuacién diferencial usando
transformada de Laplace

y() = x() 2 20

Con x(t) =1, parat >0

o 1 1
X — 1- —Stdt: _ st o _ =
()= [ et (el -
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Transformada de Laplace

Usando fracciones parciales:

1 1 1 A B
Y(s)=="- = =t =
s (14+35s) s(I+3s) s 143s
Con
1
= _ 1
(14—%5)‘570
1 -1
B=()|senr=—
(2=
1 1 1 12 1 1
Y(s)== - —2 - - 2(2) - —
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Transformada de Laplace

Recordar que :

tle)= [Temetar— [T etrrar
0 0

-1 1
_ —(a+s)tyjoo _
((a+s)e )|0 ats
1 1 _
Y(s):g—2+s<—>y(t):1—e 2t
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Transformada de Laplace

Con:
y(t)=1—e2
dy(t) —2t
e S |
at°c
x(t)=1, t>0
Se comprueba que la ecuacién diferencial:
1dy(t)
t) = x(t) — ==~
y(6) = x(t) - 525
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Transformada Z

Sea x[n] una serie en el tiempo, su transformada Z esta dada por:

o0

Z{x[nl} = X[z] = > _x[n]z""

n=0

z es un nimero complejo limitado a un ndmero de que haga que la serie
converja.
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Transformada Z Unilateral

Para x[n]=2a";, n>0

Z{x[} =X(z) =) _x[nlz7"=) a"z""
n=0 n=0
= i(az‘l)” (1); Multiplicando (1) por az™*
n=0
az x(z) = az! i(az‘l)” = i(az—l)’”rl =
n=0 n=0

m=n+1] n=0=m=1

n=00=m=00

=Y (az )" =) (az )" (2)
m=1 n=1

Jestis Savage Repaso 1: Procesamiento de Sefiales 2 de febrero de 2022 27 / 45



Transformada Z Unilateral

(1) —(2) = X(2) — azle(z) =

Z(azfl)” - Z(azfl)” =1
n=0 n=1
XD =
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Transformada Z Unilateral

Ejemplo:
x[n] = 2"
X(2) L o
)= ———
1—-2z-1
Six]=1"=1= X(z) = —
1—2z1
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Transformada Z Unilateral

ylnl = x[n—1]
Z{ylnl} = VI = 3 xin— 1)z
n=0

=x[-1]+> x[n—1]z""
n=1

m=n—1, n=1=m=0

n=m+1, n=o00=m=o0

=x[-1] + Z x[m]z= (M) = x[-1] + z7¢ Z x[m]z™™
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Transformada Z Unilateral

Entonces:

Z{x[n—1]} = z71X(2) + x[-1]

Para  y[n] = x[n—2]
Y[z] = x[-2] + x[-1]z7 + z72X(2)

Para  y[n|=x[n—m] conm>0
Y(2) = x[-m] + x[-m+ 1)z + - x[-1]z7 ™+ 27X (2)

m
= Zx[k —1—mjz " 4 27" X(2)
k=1
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Transformada Z

Solucién de ecuaciones en diferencia utilizando la transformada Z
akYn—k + Ak—1Yn—(k—-1) + ... +aoyn = boxn + bixp—1 + ... + ijn—j

Y(z)(akz*k + ak_lz*(kfl) + ...+ ao) = X(Z)(bo + blzil + ...+ bJ'Z*j)

Y(z) _  botbiz 4. 4biz I
X(z) 7 apzF+ar_1z= (k=14 +ag
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Ejemplo

Se tiene la siguiente ecuacién en diferencias:
1
yln] = x[n] + Sy[n —1] (1)

x[n]=1, n>0
n=-1, y[-1]=1

Paran=20
1
y10] = x[0] + 5y[-1]
.13
2 2
1
y11] = x{1] + 5[0
1 3 3 7
=14+ —=14+-=-
2 2 +4 4
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Ejemplo

1 1 7 8 7 15
vl =@+ gyl =145 = =2

1 1 15 16 15 31
BI=Blr =1ty g =T 6 16
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Ejemplo

Solucionando la ecuacién en diferencias con la transformada Z para
encontrar una solucién analitica.

y[n] = x[n] + %y[n —1]

Ziylnl ~ Syln— 11} = Z{x(n)}

Ziylnl ~ Syln -1} = Y(2) - 5 (/111 + 2V (@)
1

x[n]=1, n>0 = Z{x[n]} = X(z2) = T 51
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Ejemplo

1
= +
z71 (1- %2*1)(1 —z1)

Usando fracciones parciales para el segundo termino:

1—

N[N

1
5 A B
Y(z) = —2
() 1—52*1_‘_1—%2*1—1_1—2—1
Encontrando los valores

de A y B:
1—%2_1 1
= o= = _1
((1— %2‘1)(1—z—1))|z == ()l
1— -1
B=( z

_Z_
1
11 =(— 1 :2
T
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Ejemplo

1
> A B
Y(z)=—2
() 17%2*1_‘_17%2*1—1_1—2—1
1
5 1 2
Y(2) = —2— —
(2) 1-1z1 1-1z1 L
1
_ 2 3
-zt 1-3z1
entonces

Jestis Savage
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Ejemplo

=2 2()"
Comparando esta funcién analitica con los resultados anteriores:
y[o] =2~ ; = g
il=2- () =2-;=0—;=1
=2-JGP=2- =2 1=
=2-SGP =2 - =2

Jestis Savage
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Funcion Analitica

Para la ecuacidn en diferencias:

1
ylil = x{n] + Syln — 1]
La solucién analitica es:
1
=2 ()"
yil=2-35(3)

La diferencia fundamental con la solucién analitica es que se puede
encontrar para cualquier N el valor de y[n] en forma instantanea, de la
otra forma se tendria que evaluar la ecuacién en diferencias con
n=0,n=1,....,n=N.
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Relacién entre las Transformadas de Laplace y Z

- L ® i a
xl) = o [ _KaUean

Fourier transform pai

Xa(j82) = [ xo()e i dt

o0

Continuous — time

1S 1
Xty = o K lvt 2am)

T=m

R sinm(r=nTUT
x(f) = E X[ﬂ)m

n=—

Reconstruction

TX(e™7), 19 < T

Sampiing
Kl = { 0, herwis
3 otherwise

x(n) = x4(nT)

Discrete time
.

X"y = 3 xthy e

k=—o0

Fourier transform pair

x(n) = i‘/_i X)) dw

2 de febrero de 2022 40 / 45
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Relacién entre las Transformadas de Laplace y Z
Lix(£)} = X(s) = / T () et dt
0

En donde s es un ndmero complejo.
Si s = jw la transformada de Laplace se convierte en la transformada de
Fourier:

Fix(t)} = X(jw) = / x(t) eIt dit
0
La tranformada discreta de Fourier es:
F{x[n]} = X[e7*] = x[n]e /="

n=0
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Relacién entre las Transformadas de Laplace y Z

oo

F{X[n]} = X[efjw] — Zx[n]efjwn

n=0

Si e/% = z entonces esta transformada se convierte en la transformada Z.

o0

Z{x[nl} = X[z] = > _ x[n]z""
n=0
Con s = jw, z se convierte en z = esT

Donde T es el periodo del muestreo.
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Transformada Bilineal

Si se cuenta con una funcién de transferencia en el dominio de Laplace

Y(s) ams™ 4 am_ 15T+ ...+ a1s+ ag

X(s)  s"4by_1s" 14 ...+ bis+ by

Se requiere una funcién que transforme de Laplace a Z (s — z)
conservando los polos estables.
Conz=¢eT = s=1 In(z)
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Transformada Bilineal

Aproximando el logaritmo por una serie de Taylor
z-1 1(z-1 3+1 z-1 5+1 z-1 7+
z+1 3\z+1 5\z+1 7\z+1
2 (z—-1 2 /1-z71
T T \z+1 T \1+z1

Hd(z):[H(S)]szé(;ll) - <'2F (EI—i))

1
7 In(z)

2
T
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Transformada Bilineal
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